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Vypocet stredného normalového napéatia materidlu na valce na zaklade matematickej tedrie procesu valcovania
vykonali mnohi autori. Dvojrozmernd diferencialna rovnica normalovych napéti pri dvojrozmernej deformécii je
zadkladom vSetkych teérii valcovania, ktoré prvykrat publikoval Karman. RieSenia vidy vycha&dzaji z urcitych
zjednodus$eni diferencialnej rovnice, ktora popisuje geometriu tvaru kruhového valca. ZjednoduSenie popisu geometrie
pracovného valca je zaloZené na aproximécii kruhového obllka, ktory je v styku s valcovanym materialom. Kruhovy
obluk valca je aproximovany jednoduchSimi krivkami. Postupne su to krivky: lomend krivka, priamka a parabola.
Posledné rieSenie predstavuje pouZitie kruhoveého oblika vo forme kruZnice. Karmanova diferencialnu rovnicu
v podstate tvoria dve diferencidlne rovnice, kde jedna popisuje oblast’ zaostadvania a druha oblass predbiehania.
Normélové napétie na valce je pocitané ako pomerné napétie, ktoré je normalizované hodnotou zakladného aktuélneho
deformacného odporu. Funkcia, ktord umoZziuje vypocet pomerného bezrozmerného napatia je nazvana ako sigma
funkcia. Pre vypocet strednej hodnoty pomerného napatia je uvedeny vypocet siradnice neutralneho bodu. Z priebehov
sigma funkcie v oblasti zaostavania a oblasti predbiehania je vypocitand stredna hodnota sigma funkcie. Stredna
hodnota sigma funkcie umoZiuje vypocet celkovej valcovacej sily. PredloZené vypocty predpokladaji konStantny
zakladny deformacny odpor, ¢o je pouzite/né pre valcovanie za tepla. Z porovnania jednotlivych spdsobov vypoctu

Karmanovej diferencialnej rovnice s aplikaciou rovnice kruznice.

Kracdové slova: pozdizne valcovanie; Karmanova diferencialna rovnica; normalové napétie; relativne napatie;
aproximacia kruhového oblika

The calculation of the mean normal stress that rolled material exerts on the rolls is based on a mathematical theory
of the rolling process. Such calculations were carried out by many authors. The two-dimensional differential equation
of normal stresses in two-dimensional deformation is the basis of all rolling theories first published by Karman. The
solutions are always based on certain simplifications of a differential equation, which describes the geometry of the
shape of a circular cylinder. The simplification of the description of work roll geometry is based on approximation of
acircular arc that is in contact with rolled material. The circular arc of the cylinder is approximated by the simpler
curves. Such curves are as follows: polyline, straight line and parabola. The newest approach consists in the use
of acircular arc in a form of a circle. The Karman differential equation consists of two differential equations, one
describing backward slip zone and another forward slip zone. The normal contact stress exerted on the cylinder is
calculated as relative contact stress, which is normalized by the value of the flow stress. The function that allows the
calculation of relative dimensionless stress is called the sigma function (average relative normal contact stress). The
calculation of coordinates of neutral point is given for calculation of a mean value of relative normal contact stress.
The mean value of the sigma function is calculated from the sigma function in the forward slip, as well as in the
backward slip zone. The mean value of the sigma function allows the calculation of a total rolling force. The
calculations assume constant flow stress. Comparison with the measured values shows that a solution of Karman’s
differential equation with the application of a circle equation gives the lowest deviations.

Key words: lengthwise rolling; Karman's differential equation; normal stress; relative stress; contact arc
approximation
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Rovnovéhu sil vo valcovace) medzere pri pozdiznom
valcovani vyjadruje diferencidna rovnica dvojdimenzio-
nalng deforméacie, ktort ako prvy predlozil Karman, este
vroku 1925 [1]. Je to najcitovangiSa préca rieSitelov
Karmanovej diferencidne rovnice. Pre tedriu valcovania
aplatnost’ diferenciaing rovnice vyslovil nasledovné
podmienky:

— valcovany materid pravouhlého prierezu s pdvodnou
hribkou h, je valcovany medzi hladkymi valcami
spolomermi R na hrdbku h;, kde na vyvalok
nepdsobi t'ah aani brzdny Gginok,

— pocas valcovania nenastava Sirenie,

— koeficient trenia f je na tlakovel ploche vacov kon-
Stantny,

— v smere pozdiZzng osi vertikélne rezy vyvalku zosta
vaju ploché, bez ohybu (paralelné),

— valce vo vacovace medzere nie si pruzne deformo-
vané,

— vacovany materid je homogénny a nepodlieha pruz-
nej deformacii,

— podmienkou plasticity je stdlost’ ngjvéssieho Smykové
napétia g, — g5 = g, (rozdiel hlavnych napéti rovny
z&kladnému aktudlnemu deformatnému odporu),

— deformatny odpor vyvalku vo valcovace] medzere vo
smere pozdizng osy je kondtantny (nedochédza
k speviiovaniu valcovaného materidlu),

— rozsah rychlosti valcovania je konstantny.

Obr.1 Charakteristika geometrie valcovace] medzery
Fig.1 Determination of geometric relationships
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Obr. 2 Napétia posobiace na element
Fig.2 Tensions acting on the element

Geometria valcovacg medzery je uvedena na obr. 1.
Vo vSeobecngl polohe je nakresleny a zakétovany g
diferencialny element. Sily pdsobiace na tento element
musia byt vrovnovéhe (obr.2). Na zéklade sil
posobiacich navybraty element je odvodena diferencidna
rovnica rozloZenia tlakov na valce, pricom je zohl'adnené
pasmo predbiehania a zeostdvania. Stav napatosti
popisuje Ké&rmanova diferencidna rovnica, ktora vznikla
z rovnovéhy sil do smeru osy X

doy op—ox dy | T _

kde horné znamienko (+) plati pre oblast zaostavania
(vstup materialu do valcov ma menSiu rychlost’ ako obvo-
dovarychlost’ valcov). Dolné znamienko (-) je pre oblast’
predbiehania (vystup materidlu zvalcov ma vysSiu
rychlost’ ako obvodova rychlost’ valcov). Napétie o, pred-
stavuje normalové napétie, tlak na valce a napétie 7 uréuje
Smykové napétie medzi valcami avalcovanym mate-
ridlom. Premenné x ay predstavuju geometrické stradnice
povrchu valca dotykajlceho sa valcovaného materidu.
Nezname horizontélne napétie o uréime z rovnice plasti-
city. Je pouzita Trescova podmienka plasticity

Oy — Oy = 0Og, (2

kde najv&Sie hlavné napétie (vertikdine) o, je urcené
z rovnovahy sil do smeru osy Y

oy, =0, T1-tg 9. (29

Pretozeje 7 < o, ataktiez uhol ¢ je maly, mozno priblizne
pisat’ o, = o, a nggmenSie hlavné napétie je horizontalne
napétie o,. Napétie o, predstavuje zakladny aktudny
deformagny odpor valcovaného materidu. Vo vypoctoch
je uvaZované premenlivé Smykové napdtie. Smykové
napétie 7 je priamoumerné normdovému napétiu, tlaku
valcovaného materidlu navalce o,

T=f"0, 3

Konstantu Umernosti f predstavuje koeficient trenia medzi
valcami a valcovanym materidlom. Po dosadeni rovnic (2)
a (3) do diferencidngj rovnice (1) sa v ng vyskytuje uz
len jedna premenna vyjadrujica napétie a geometricke
stradnice povrchu valca

don o dy  f . (4)

V tejto diferencidlng rovnici vystupuja dve konstanty:
zakladny aktudlny deformacny odpor o, a koeficient
trenia f. Podla vzoru rieSenia, ktoré predlozil Karman,
diferenciadlnu rovnicu normalizoval podla zakladného
aktudlneho deformacného odporom o, ¢0 umoznilo
zaviest pomerné (relativne) bezrozmerné normalové
napétie o,

— on

Op = U_a. ©)
Oznxenie &,, predstavuje & —funkciu (Gitgj: sigma funk-
cid). Rovnica (4) nadobudne upraveny tvar
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Normalizécia napédtia umoznila z diferencidng rovnice
(6) vylicit materidlovi konstantu — zakladny deformacny
odpor o,. Tym sa diferencidlna rovnica (6) staa
nezavislou od valcovaného materidlu. Z matematického
pohradu této diferencidna rovnica predstavuje linearnu
diferencidlnu rovnicu prvého rédu spravou stranou.
RieSenie diferenciding rovnice (6) uvadza Smirjagin [2]
v nasledovnej podobe

+f % =

an:e 7<C+I§eiffydy>' (7)

kde C predstavuje integratni konstantu. V skuto¢nosti su
to dve konstanty, jedna pre oblast’ zaostavania a druha pre
oblast’ predbiehania. Siradnice x a 'y definuju geometriu
valca, ktory sa dotyka vacovaného materidlu.
V diferencidng rovnici (6) funkénd zavidost y = f(x)
predstavuje rovnicakruznice

x*+(y —y0)* = R% (8)

Kon&tanta y, udéva posunutie stredu valca mimo pociatku
stiradnicového systému [X,Y]. Hodnota posunutia y, je
dan&rovnicou

h
YO:71+R- 9)

Po dosadeni rovnice kruznice (8) do diferencidne
rovnice (6) vznikne diferencidna rovnica, kde napétie je
funkciou jedng premenngj (presnejSie stiradnice x)

doy, 1 ( x
dx %+R—\/R2—x2 VRZ—x2

+f- 5n) 0. (10)
Z diferencidngj rovnice (10) po vyrieSeni dostaneme dve
rovnice. Jedna rovnica &,, = &, ,(x) popisuje distri-
bu¢na krivku rozdelenia normalového napétia (valcova-
cieho tlaku) v pasme zaostéavania. Druha rovnica
Gnp = O p(x) popisuje distribucni krivku rozdelenia
normédlového napdtia (valcovacieho tlaku) v pasme
predbiehania. Priese¢nik oboch kriviek udéva neutrdny
bod N, ktory vypogitame z rovnice (Siradnica x,)

En,Z (xn) = 5n,P (xn) (11)

Obr. 3
Fig. 3

Stredna hodnota relativneho normélového napétia o;, g
The average relative normal contact stress &, 4,,

Priesecnik kriviek je charakterizovany neutrdlnym uhlom
o, (obr. 3). V neutrdinom bode rychlost’ horizontalneho
pohybu valcovaného materialu je rovna obvodove rych-
losti ot&tgjlcich sa valcov. Vypocet valcovace sily F,
urcime prostrednictvom stredng hodnoty relativneho
normalového napétiaa,, g,

Priebeh pomerného normélového tlakového napétia na
valce v pasme deforméacie je uvedeny na obr. 3, krivka
ANB. Stanovenie valcovace sily si v3ak vyZaduije strednu
hodnotu pomerného normalového (tlakového) napétia
Gnser Pre cely oblik zéberu o — napédfova plocha
obdiznika OEFGO (obr. 3). Vypocet stredng hodnoty
vychadza zrovnosti napéovych ploch OANBGO
aplochy obdiZznika OEFGO. Vzhradom na normalizacnu
rovnicu (5), ten isty princip plati tiez pre pomerné
normalové (tlakové) napétie, teda a,,— funkciu. Vypocet
uskuto¢nime v pol&rnych stradniciach (6—)
Opstr = ﬁ ’ foa an(p) - do. (12)
Konkrétny vypocet strednej hodnoty normé ového napétia
T, ser MUSt byt pocitany samostatne pre oblast’ zaostaver
niaatiez pre oblast’ predbiehania

Gusir =5 |1y " Gup(9) - do + [ Gur(@) - do|.  (13)
Vysledn( silu pdsobiacu pocas valcovania na valec udava
rovnica

E, = En,str *0g " ld ) bs ) (14)

kde b, predstavuje stredni Sirku vyvalku a |y predstavuje
diZku horizontélnej projekcie oblika zéberu,

Iy =R(ho — Iy) .

Podobnym spbsobom je mozné uréit’ krdtiaci moment
potrebny na prekonanie celkového deformacného odporu
valcovaného materidlu.

(15

1. RieSenie diferencialnej rovnice (6)

Diferenciaina rovnica (6) vtejto podobe nema zname
analytické rieSenie. Preto mnoho rieSitel'ov hradalo rieSe-
nie prostrednictvom aproximécie kruhového obldka inymi
krivkami, ktoré by umoznilo zjednoduSené analytické
rieSenie diferencidlngi rovnice (6). NajjednoduchSia
nahrada kruhového oblUka valca bola lomena ¢iara (poly-
line) Korolev [3], Brzobohaty [4]. V d’alSom kroku spres-
fovania riedenia bola pouZita priamka Celikov [5]. DalSie
rieSenia diferenciang) rovnice (6) pouzili parabolu Blad
aFord [6], Sims [7], Tselikov [8], Pernis [9, 10].
Najnovsie rieSenie diferencidng rovnice (6), resp. (10)
pouzilo presnu definiciu kruhového oblika valca, rovnicu
kruznice Pernis a Kvacka [11].

1.1 RieSenie podra Koroleva

Na zatiatok je tu uvedena poznamka k autorstvu rieSenia
Korolevova [3]. RieSenie ndhrady kruhového oblika BA
lomenou ¢iarou uvadza uz Brzobohaty [4], ale bez citécie
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povodcu rieSenia. Ruski autori Smirjagin akol. [2]
uvadzaju tento spdsob vypodétu ako “ metdda pechovania’,
bez priradenia autorstva Korolevovi. Korolev toto rieSenie
v [3] vydéva za vlastné rieSenie diferenciaingj rovnice (6).
RieSenie spociva v tom, Ze hladky valec (kruhovy oblUk)
je nahradeny za paralelne stuprnovité zdpustky (ako pri
kovani), ako to ukazuje obr. 4. Obluk BA je nahradeny
lomenou c¢iarou. Deliacim bodom je rozhranie oblasti
zaostavania a predbiehania. Tento bod N je oznaceny ako
neutrdny bod. Poloha neutralneho bodu je uréena stirad-
nicou x, alebo neutrdinym uhlom ¢,

- hy
n d ho+hq !

x (16)

Obr. 4 Kontaktny oblik BA podr'a Koroleva (stupiiova aproximace)
Fig.4 The contact arc BA according to Korolev (stepped approxima-
tion)

V Useku araZ o, je stradnica y aproximovana hodnotou
y = ho/2. Pre Usek ¢, az 0 je sUradnica y aproximovana
hodnotou y = hy/2. Na zaklade tohoto zjednoduSeného
popisu geometrie valcov, pre stredny pomerny valcovaci
tlak bola odvodenarovnica, Korolevovaa — funkcia

Okor = On,str
eMKor—1

Ogor = ) (17)

MKor

kde konstanta m,, je dana vyrazom

l
Mgor =fh_i (18)
Oznatenie h udava strednd hrdbku vyvalku. Korolevova
rovnica (17) predstavuje najjednoduchSiu rovnicu pre
vypocéet hodnoty & —funkcie. Grafickd vizualizécia
Korolevove rovnice (17) je uvedenanaobr. 5.
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]
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Obr.5 Zavislost Korolevovej 6 — funkcie nakonstante m
Fig.5 Dependence of Korolev's @ — function on the constant m

1.2 RieSenie podra Celikova

RieSenie, ktoré prediozil Celikov [5], vychadza opét
zdiferencidlngl rovnice (6). Toto rieSenie nahradza
kruhovy obltk BA priamkou, rovnica (19), ak to uvadza
obr. 6.

hi | ho—hy

y = > + 2 X (19)

Polohu neutrdneho bodu uréuje neutrdinou hrdbkou h,

Z rovnice
1
. (Y™™
— <1+J1+(m2—1) (hl) )] . (20)
kde konStantam = mc aje dand vyrazom

!
Meer = 2f hojhl : (21)

hnzhl'

Obr. 6 Kontaktny obltk BA podra Celikova (piimkovéa aproximace)
Fig.6 The contact arc BA according to Tselikov (straight line
approximation)

Na z&klade nahrady kruhového oblika priamkou BA
(obr.6). Pre stredny valcovaci tlak bola odvodena
rovnica, Celikovovasigma-funkcia ey, = 0 ser

2000 o [(la)"eet_ )

&(meer—1) hq hq

Ocel = (22)

kde premenna & udava pomerni deformaciu pri valcovani

e = Mo~hi

-~ 23)

Celikovova rovnica (22) pre hodnotu mce =1, nespiiia
podmienku spojitosti. Graficka vizualizacia Celikovove
rovnice (22) je uvedenanaobr. 7.

Obr. 7
Fig. 7

Zavislost Celikovove) @ — funkcie na konstante m
Dependence of Tselikov's @ — function on the constant m
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1.3 Rie3enie podra Blanda a Forda

Toto rieSenie Bland a Ford [6] publikovali uz v roku
1948. Analytické rieSenie vypoctu hodnoty & —funkcie,
je uskuto&nené za predpokladu, kde kruhovy oblik BA je
aproximovany parabolou v polarnych stradniciach

h 2
y=2+R-%. (24)

Obr. 8 Kontaktny oblik BA podla Blanda a Forda (parabolicka
aproximace)

Fig.8 The contact arc BA according to Bland and Ford (parabola
approximation)

RieSenie vyuZiva dotergSie poznanie, Ze oblast BN
predstavuje pasmo zaostavania a oblast NA je oblast
predbiehania (obr. 8). Neutralny uhol ¢, definuje rovnica

h 1 R 1 [n h
an=\/%tg[;arctg(\/%-a)—;\/%-lnh—:]. (25)

RieSitelia zavadzaj il novl premenn t, ktora je definovana
ako pomer uhlove stradnice ¢ akoeficientu trenia f

t=2, (26)

OdpovedajGce hodnoty uhla zdberu o a neutralneho uhla
o, nove premenng t sl uréené vztahom

(27)

t, = %tg E arctg ( i) + ﬁln(l - s)], (28)

Bland a Ford predstavili nasledovnu rovnicu pre vypocet
hodn6t & —funkcie og1q—ror = Gy ser

OBla~For = \/%m [(1 B 5)62m~arctg(\/g> .

fta(l + mth)e—Zm-arctg(mt) . dt +f0tn(1 +

tn

(29)

m2 tZ)eZmurctg(mt) . dtl ,

kde Bland—Fordova konstantam = mgy,_g,r ma hodnotu

R
Mpia—ror = f ° ’h_1

Konetna rovnica (29) pre vypocet hodnét Bland—
Fordovej] & —funkcie je komplikovand. Integrovanie tejto
rovnice nema zname rieSenie a vysedok je mozné ziskat’
len numerickou integréciou. Integracné hranice t, a t,
udavaju rovnice (27) a (28). Pre numerickl integréciu je
mozné pouzit Simpsonove pravidlo, ak ho uvédza
Rektorys akol. [12]. Angot [13] pre numericku integraciu
uvadza mengj pouzivany Weddleov vzorec. Weddleova
numericka integrécia k poZadovang) presnosti konverguje
4kré rychlejSie ako Simpsonova. Angot [13] uvédza
Weddleov vzorec je jeden znajlepSich vzorcov pre
numerickd integraciu vzh/adom k jeho jednoduchosti.
Graficka vizudizacia Bland-Fordove rovnice (29) je
uvedena naobr. 9.

(30)

Obr.9 Zavidost Bland-Fordovej sigma funkcie nakonstante m
Fig.9 Dependence of Bland-Ford sigma functions on the constant m

1.4 RieSenie podPa Simsa

Toto rieSenie Sims [7] publikoval vroku 1954.
Analytické rieSenie vypoctu hodnoty o —funkcie, je
uskutoénené za predpokladu, Ze kruhovy obluk BA je
aproximovany parabolou, ako to vyjadruje rovnica (24).
T&to aproximécia kruhového oblika je zhodna s rieSenim
Bland-Forda podla grafickej interpretacie v obr. 8.
V rieSeni diferencidneg rovnice (6) Sims predpoklada, Ze
Smykové napédtie 7 medzi vyvakom avacami nie je
v&Se ako poloviéna hodnota zékladného aktudneho
deformagného odporu o,

T=f0,<2. (31)

2

To znamend, Ze Smykové napétie 7 (sic¢in f- ;) v rovnici
(4) je nahradeny konstantnou hodnotou napétia o,/2.
Podra tvrdenia Simsa [7] rovnicu plasticity prebral od
Orowana[14], ktora ma tvar
Op — Oy = %aa . (32
Substiticia pravg strany rovnice (31)  spdsobi
v diferencidlngj rovnici (6) to, Ze z ngj vypadne koeficient
trenia.  Distribucné rovnice popisuje rozdelenie
pomerného normdaového napétia pre oblast zaostdvania
G,z apre oblast’ predbiehania g,,p
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_ l h R . R
Opz = 2 h0+ + Iy ——arctg Iy a
R . R
Iy arctg Iy [

an— ln—+ +\/7arctg(\/?1-(p)

Pomer neutrdlng] hrabky k vystupnej hrdbke h,/h; urcil
Zrovnice

h—1—1+tg[n\/h71 n(l—¢g)+-= arctg(\/i)]

Sims predstavil nasledovnu rovnicu pre vypocet hodnét
o —funkcie Gsiy, = 0 ger

5 _E’E ,L _r_ /5 ’R_'. n
Osim =5 | arctg( 1_8) " . ™ In » +
1 ’E . /’l Cin— (36)
2 £ hq 1-¢

Zapolomer valcov R v rovniciach (33) az (36) dosadzuje
polomer splosteného valca, ktory pocita z Hitchcockove)
rovnice

(33)

(34)

2
(35)

16(2-v?) ]
TE bs(ho—h1) I

R =R[1+ (37)
kde E predstavuje modul pruznosti v tahu materidu
valcov a v je Poissonove ¢islo materialu valcov. Graficka
vizualizécia Simsovej rovnice (36) je uvedena na obr. 10.
Sims si bol vedomi nedostatku jeho rieSenia Karmanove
diferencidlng rovnice. Norméové tlakové napétia pri
pomerng deformacii pod 10 % neodpovedali teoretickym
poznaniam a meraniam z praxe. Preto g krivky v grafe na
obr. 10 vykredlil Sims[7] lenpree = 10 %.

300 Rmy(9)

35
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Obr. 10 Zavislost’ Simsovej & — funkcie na deforméacii ¢, deformécia na
jeden prechod

Fig. 10 Dependence of Sims & — function on deformation &, reduction
per one pass

1.5 Rie3enie podra Celikova a Pernisa

Z&kladnu filozofiu tohto rieSenia diferencialng rovnice
(6) polozil Celikov [5]. Kruhovy oblik dotyku valca

svalcovanym materidlom nahradil parabolou. Podobne
ako Bland a Ford rovnicu paraboly vyjadril v tvare

h1

y=lig ho—h1 o

2 x4, (38)
Pre distribGciu pomerného norméovéhno napédtia vo
valcovace medzere stanovil samostatné rovnice. Jedna
popisuje distriblciu pomerného napétia pre oblast
zaostavania a,,; adruha pre oblast’ predbiehania ,,p

oz = [1= (G-l e +2(R-5) @
Top = (1 + %) emu — 2 (% + %) (40)
Konstanty m = Mceper @ Up Uréujl vzt'ahy

Mcel-per = \/%' (41)
uy, =arctg <\/hE; tga) . (42
Tymto popisom rieSenia diferencidlng rovnice (6)

Celikov skongil. Nestanovil funkciu pre vypocet
neutrdneho uhla aani rovnicu pre vypoéet o — funkcie.
V d’aSom rieSeni pokragoval Pernis[10]. Odvodil rovnicu
pre vypocet neutrdineho uhla a stanovil rovnicu pre
vypocet hodnét ¢ —funkcie. Poloha neutralneho bodu je
definovana uhlovou stiradnicou u, (hodnota v radianoch).
Samotna hodnota u, je vyjadrena explicitnou rovnicou

(0,5m2 — mug + 1)e™Mo~Un) — (0,5m2 + 1)e™n +
2mu, = 0.

(43)
Z hodnoty u, je neutrdny uhol ¢, vypocitany z rovnice

. 1-¢ .
a, = arcsm( /T tg u, - sin a) .

Z distribuénych rovnic (39) a (40) Pernis [10] stanovil
rovnicu pre vypocet hodn6t o — funkcie Ggei—per = Gy ser

N [(1 n
Mcel-Per-Uo

mCel—Per)

(44)

_ Mcel—per-U
Ocel—Per ) (eMcet-pertn — 1) +

Mel—per

(45)

Obr. 11 Zavidost Celikov-Pernisovej ¢ — funkcie na konstante m
Fig. 11 Dependence of Tselikov and Pernis & — function on the
constant m
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Graficka vizualizécia Celikov-Pernisove) rovnice (45) je
uvedend na obr. 11. Pernis [9] uvadza, Ze o —funkcia
(45) vierohodne popisuje priebeh valcovacieho tlaku
v zévidosti na pomere [;/hs, pricom v okoli bodu
I;/hs =1 ma lokdne minimum. Rovnako minimum
valcovacieho tlaku v zavidosti na konstante m potvrdzuje
grafickd vizuaizacia rovnice (45). Praktické merania
valcovacieho tlaku potvrdzuji, Ze takéto minimum
existuje [15].

1.6 Rie3enie podla Pernisa a Kva¢kaja

Toto rieSenie predstavuje analyticko-numerické rieSenie
diferencidlng} rovnice (10), kde pre popis kruhového
obluka je pouZitd rovnica kruznice (8), ako vidiet
v obr. 12.

Obr. 12 Kruhovy kontaktny oblik BA podl'a Pernisaa Kvackaja
Fig. 12 Thecircle contact arc BA according to Pernis and Kvackaj

Podra matematického triedenia diferencialnych rovnic
predstavuje diferencidlna rovnica (10) linearnu
diferencidlnu rovnicu prvého réddu spravou stranou.
Pernis a Kvagkaj toto rieSenie podrobne uviedli v [11].
Diferencidlna rovnica (10) sa zjednodusi, ked’ pravouhlé
stradnice nahradime polarnymi stradnicami. Distribiciu
pomerného norméového napétia vo valcovacel medzere
udavgu dve samostatné rovnice. Jedna popisuje
distriblciu  pomerného tlakového napédtia pre oblast
zaostdvania G,,; adruhd pre oblast’ predbiehania &,,p

G,y =e S, (ef-Fl(oo + f; BEION A d(p)(46)
Gop = /T (1 ¢ fo(pe_f'Fl((P) - F,(p) - do), (47)
kde funkcie F1(¢) a Fy(¢) vznikli pri analytickom rieSeni

diferencidng rovnice (10). Tieto funkcie si nasledovne
definované vzt'ahmi

2 1
F1(¢)=J%-arctg< Z—fl-tg§>—<p, (48)
Fp) = =t (49)
kde konStantam je uréena

m = Mper—kva = 1+ ;1_; . (50)
Je pozoruhodné, Ze v tomto rieSeni konStanta Mpey.iya
neobsahuje koeficient trenia f, ako predodlé rieSenia,
okrem rieSenia Simsa, kde nevystupuje koeficient trenia.
Uréenie polohy neutrdineho bodu N, daného neutrdinou
siradnicou ¢, vychadza zrovnosti pomerného
norméového napdtia v pasme zaostdvania a,; defino-
vaného rovnicou (46) a v pasme predbiehania &,
definovaného rovnicou (47), ¢o0 mozno matematicky
zapisat’

Onz(an) = Onp(ay) - (51)

Rovnica (51) neméa analytické rieSenie. Preto bolo nutné
vyuzit numerické rieSenie hladania korefia o, tegjto
rovnice. Neutrdny uhol je funkciou troch premennych:
deformacia, koeficient trenia a pomer R/hy
(charakteristika geometrie valcovacel medzery).

Obr. 13 Zavidost' neutrdlneho uhla od relativng] deforméacie a pomeru
R/h;, deformécia na jeden prechod

Fig. 13 The dependence of angle of neutral point on relative
deformation and ratio R/hy, reduction per one pass

Na obr. 13 je uvedend vizualizécia rovnice (51) pre
koeficient treniaf = 0,10. Nal'ave vertikding stupnici je
uvedeny neutrdny uhol vradidnoch a na prave)
vertikdlng stupnici je uvedeny neutrdny uhol v stupiioch.
Stanovenie jednoduchého vzorca na vypocet neutrdineho
uhla, uvadzaju Pernis a Kasala [16]. Proces valcovania
charakterizuja pojmom idedlne valcovanie. Za idedne
podmienky vacovania je povaZovany stav, ked medzi
valcami avacovanym materidlom neexistuje trenie.
V matematickej podobe st to podmienky pri ktorych je
koeficient treniaf = 0. TUto podmienku autori vyuZzili pre
rieSenie diferencidng rovnice (6) aziskai nasledovny

vzt'ah
_L.ﬂ)
1-¢ 2R/’

Na zéklade rovnice (13) je zrovnic (46) a (47) uréena
rovnicad — funkcie Gper—gpa = G ser

a, = arccos( (52

Oper—Kva =
L [ i (ef-Fl(w)(l + [P e ST Fz(¢)d¢)) do +

a

(53
a —fF1(p) fF(a) a L fFi(p) .
fan (e (e + f(p e F@ d(p)) d(p] .
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Nakorko analytické rieSenie rovnice (53) sa nepodarilo
ngjst’, je potrebné vyuzit numerickd integréciu. Tu je
vhodné pouzit Weddleov vzorec, lebo Setri vypoctovy
¢as. Ako vhodny vypoctovy a graficky systém sa ukézal
tabukovy procesor EXCEL s vyuzitim jeho
integrovaného programovacieho jazyka VisuaBasic.
Zavidost' Pernis-Kvackgove) @ — funkcie na deformécii
g pricom parametrom je pomer R/h;, je zobrazené na
obr. 14. Cely graf plati len pre jednu hodnotu koeficienta
trenia f=0,10. Komplexngsia graficka vizualizécia
rovnice (53) je uvedend na obr.15, kde je mozné
pozorovat’, aky vplyv ma na valcovaci tlak pomer I4/hs,
pomerna deformécia ¢ a koeficient treniaf.

Obr. 14 Zavislost Pernis-Kvackagjovej & — funkcie na deforméacii
gapomere R/h;, deformécia na jeden prechod

Fig. 14 Dependence of the PernisKvackaj & — function on the

deformation £ and the R/h; ratio, reduction per one pass

Obr. 15 Zéavidost ¢ — funkcie napomere l4/hs
Fig. 15 Dependence of & — function on l4/h,, ratio

2. Diskusia vysledkov

Samotny Karman stanovil predpoklady, za ktorych jeho
diferencialna rovnica plati pre popis stavu napatosti vo
valcovacegy medzere. Tvar kompletng diferencidng
rovnice predstavuje diferencid narovnica (10).

11

Této diferencidna rovnica nema analytické rieSenie. Preto
rieSitelia hradali moznosti rieSenia za urditych
predpokladov a matematickych zjednoduSeni. Jednym
takymto zjednoduSenim je otézka aproximacie kruhového
obldka, dotyku valca svalcovanym materidom. To je,
ako nahradit rovnicu kruznice inou, jednoduchSou
krivkou. Bali to postupne krivky: lomena ciara Korolev
[3], priamka Celikov [5], parabola Tselikov [8], Bland
aFord [6], Pernis [9, 10] akruZnica (bez aproximacie)
Pernis a Kvackg [11]. Doteraz spomenuty autori
predpokladali premenlivé trecie napétie 7= f-g;,. Sims [7]
uskutocnil predpoklad, Ze trecie napétie je menSie ako
jedna polovica zékladného aktudneho deformatného
odporu. Tento predpoklad zaviedol do diferencidng
rovnice, ¢o spdsobilo vylGcenie koeficientu trenia
z vypocétu normédového napétia. Gubkin [17] predlozil
rieSenie, ktoré predpoklada konStantné trecie napétie
r=f0,. VrieSeniach diferencidlng rovnice vystupuje
konstanta m, ktord je Umerna koeficientu trenia
ageometrii valcovacg medzery m = f - ly/hs.

Vynimku tvori rieSenie, ktoré predlozZil Pernis a Kvackaj
[11], kde kon&anta m neobsahuje koeficient trenia. Toto
rieSenie diferencidng rovnice (10) je zabezpetené
vdvoch krokoch. V prvom kroku je uskutoénené
analytické rieSenie a v druhom kroku je rieSenie ukoncéené
numerickou integréciu. Preto tdto metdda rieSenia bola
nazvana ako analyticko-numerické rieSenie Kéarmanove)
diferenciding rovnice. Ako vhodnym rieSenim sa ukazal
prechod z pravouhlych sdradnic [c—x] do polérnych
stradnic [c—]. Prvéa funkcia F; je exponencialneho typu
F.=e™ ™ ktord popisuje vplyv Smykového napétia
medzi valcami avalcovanym materidlom. Druhd funkcia
F, je trigonometrického typu F,=F,(m,p), ktora
zabezpeduje popis geometrie valcovace medzery a je
nezavisla od koeficientu trenia.

Dobry prehrad rieSeni Kéarmanove diferencidlng rovnice
prinaSa Hensel a Spittel [18]. Existuju d’aSie rieSenia
Kérmanovel diferencidlng rovnice, ktoré si drobno
modifikované oproti predlozenym rieSeniam: Gelgji [19],
Pocta [20], PeSina [21], Hajduk a Konvicny [22],
Kollerova ai. [23], Avitzur [24] a Mielnik [25]. VSetky
predioZené rieSenia Ké&rmanove diferencidne rovnice
(okrem rieSenia Simsa) by sa dai zopakova
s konstantnym trecim napétim 7= f- .

Vypocet vacovace sily s vyZaduje eSte znalost
z&kladného aktudineho deformacného odporu, ktory sa
zistuje prostrednictvom torzng skusky [26] aebo
kompresngj skisky [27] a [28]. Na obr. 16 je uvedené
grafické zobrazenie vypocitanych hodnét & — funkcie
aporovnané s nameranymi hodnotami pre Zihanl mosadz
Cuzn30. NajbliZzsie k nameranym hodnotdm sa nachadza
krivka vypocitana z rovnice (53). Ako vhodny prostriedok
na numerické rieSenie urcitého integralu sa potvrdil
programovaci jazyk VisualBasic, ktory je integréinou
sUcast’ou taburkového procesora EXCEL.
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Obr. 16 Namerané a vypocitané hodnoty & — funkcie, redukcia na jeden
prechod

Fig. 16 Measured and calculated values of the ¢ — function, reduction
per one pass

Zaver, d’alSi cesty matematického badania

Pri pisani tohto ¢lanku, ktory sa zaoberd vyvojom rieSenia
Karmanovej diferencidng rovnice, bola snaha Studovat’
toto téma z pévodng literatry, kde to autori jednotlivych
rieSeni po prvykrat publikovali. Podarilo sa zohnat
aprestudovat’ vetky pramene citované v ¢lanku. MladSie
pramene sa nachédzaji v kniZznici SVK KoSice a
v kniZnici VSB-TU Ostrava. StarSie pramene sa podarilo
ziskat zkniznic vo Viedni v Rakisku. V rieSeni
diferenciangj rovnice (10) je moZné pokracovat’ d'alg, g
pre valcovanie za studena s prihliadnutim na spevnenie
valcovaného materidlu.  Miesto konStantngl hodnoty
z&ladného aktudlneho deformatného odporu by sa
v tomto pripadu pouzila funkéna hodnota v zavislosti na
pomerneg deforméacii. Je mozné do Karmanove rovnice
aplikovat’ zadny a predny t'ah, alebo vypocitat’ pdsobisko
vydednice valcovacg sily astanovit potrebny kritiaci
moment. Pokracovat’ v tychto d’alSich aplikéciach je uz
vSak nad réamec tohto ¢lanku, alebo by to skér mohol byt

namet pre d’al§i ¢lanok.

Pod’akovanie

Graf porovnavajuci vypocitané hodnoty pomerného
norméalového napétia so skutocne nameranymi hodnotami
mohol vznikn(r vd'aka tomu, Ze prof. Ing. Tibor Kvackaj,
CSc. z Technickej univerzity v KoSiciach, zabezpecil
meranie valcovacich sil a pripravu vzoriek pre
konStrukciu spevriovacieho diagramu Zihanej mosadze
Cuzn30.
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