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Vypocet stredného normdlového napétia materidlu na valce na zaklade matematickej tedrie procesu valcovania
vykonali mnohi autori. Dvojrozmernd diferencidlna rovnica normadlovych napéti pri dvojrozmernej deformdcii je
zdkladom vsetkych tecrii valcovania, ktoré prvykrat publikoval Kdrman. RieSenia vZdy vychddzajui z uréitych
zjednoduseni diferencidlnej rovnice, ktora popisuje geometriu tvaru kruhového valca. Zjednodusenie popisu geometrie
pracovného valca je zalozené na aproximdcii kruhového oblika, ktory je v styku s valcovanym materidlom. Kruhovy
obliik valca je aproximovany jednoduchsimi krivkami. Postupne su to krivky: lomena krivka, priamka a parabola.
Posledné riesenie predstavuje pouZzitie kruhového oblika vo forme kruznice. Karmdnovd diferencidlnu rovnicu
v podstate tvoria dve diferencidlne rovnice, kde jedna popisuje oblast zaostdvania a druhd oblast predbiehania.
Normalové napétie na valce je pocitané ako pomerné napaétie, ktoré je normalizované hodnotou zakladného aktualneho
deformacného odporu. Funkcia, ktord umoziuje vypocet pomerného bezrozmerného napétia je nazvand ako sigma
funkcia. Pre vypocet strednej hodnoty pomerného napétia je uvedeny vypocet siradnice neutrdlneho bodu. Z priebehov
sigma funkcie v oblasti zaostavania a oblasti predbiehania je vypocitand strednd hodnota sigma funkcie. Stredna
hodnota sigma funkcie umoziuje vypocet celkovej valcovacej sily. PredloZené vypocty predpokladaji konStantny
zdkladny deformacny odpor, ¢o je pouZitelné pre valcovanie za tepla. Z porovnania jednotlivych spésobov vypoctu
normdlového napétia z nameranymi hodnotami normalového napétia vyplyva, Ze najniZSie odchylky ddva riesenie
Kdrmanovej diferencidlnej rovnice s aplikdciou rovnice kruznice.

Kricové slova: pozdizne valcovanie; Kdrmdnova diferencidlna rovnica; normalové napdtie; relativne napétie;
aproximdcia kruhového oblika

The calculation of the mean normal stress that rolled material exerts on the rolls is based on a mathematical theory
of the rolling process. Such calculations were carried out by many authors. The two-dimensional differential equation
of normal stresses in two-dimensional deformation is the basis of all rolling theories first published by Karman. The
solutions are always based on certain simplifications of a differential equation, which describes the geometry of the
shape of a circular cylinder. The simplification of the description of work roll geometry is based on approximation of
a circular arc that is in contact with rolled material. The circular arc of the cylinder is approximated by the simpler
curves. Such curves are as follows: polyline, straight line and parabola. The newest approach consists in the use
of a circular arc in a form of a circle. The Karman differential equation consists of two differential equations, one
describing backward slip zone and another forward slip zone. The normal contact stress exerted on the cylinder is
calculated as relative contact stress, which is normalized by the value of the flow stress. The function that allows the
calculation of relative dimensionless stress is called the sigma function (average relative normal contact stress). The
calculation of coordinates of neutral point is given for calculation of a mean value of relative normal contact stress.
The mean value of the sigma function is calculated from the sigma function in the forward slip, as well as in the
backward slip zone. The mean value of the sigma function allows the calculation of a total rolling force. The
calculations assume constant flow stress. Comparison with the measured values shows that a solution of Karman's
differential equation with the application of a circle equation gives the lowest deviations.

Key words: lengthwise rolling; Karman's differential equation; normal stress; relative stress; contact arc
approximation



Hutnické listy €. 1-2/2022, ro¢. LXXV
ISSN 0018-8069

Recenzované védecké ¢lanky
Peer-reviewed Scientific Papers

Rovnovéahu sil vo valcovacej medzere pri pozdiznom
valcovani vyjadruje diferencidlna rovnica dvojdimenzio-
nalnej deformacie, ktorti ako prvy predlozil Karman, este
vroku 1925 [1]. Je to najcitovanejSia praca rieSitelov
Karmanovej diferencialnej rovnice. Pre tedriu valcovania
aplatnost diferencialnej rovnice vyslovil nasledovné
podmienky:

— valcovany material pravouhlého prierezu s povodnou
hriibkou Ay je valcovany medzi hladkymi valcami
spolomermi R na hrubku h;, kde na vyvalok
nepdsobi tah a ani brzdny Gcinok,

— pocas valcovania nenastava Sirenie,

— koeficient trenia f je na tlakovej ploche valcov kon-
Stantny,

— v smere pozdiznej osi vertikalne rezy vyvalku zosta-
vaju ploché, bez ohybu (paralelné),

— valce vo valcovacej medzere nie su pruzne deformo-
vané,

— valcovany material je homogénny a nepodlieha pruz-
nej deformacii,

— podmienkou plasticity je stalost’ najvacsicho Smykové
napitia o; — g3 = 0, (rozdiel hlavnych napiti rovny
zékladnému aktualnemu deformaénému odporu),

— deformacny odpor vyvalku vo valcovacej medzere vo

smere pozdiznej osy je konStantny (nedochadza
k speviiovaniu valcované¢ho materialu),

— rozsah rychlosti valcovania je konstantny.
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Obr. 1 Charakteristika geometrie valcovacej medzery
Fig. 1  Determination of geometric relationships
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Obr. 2 Napitia posobiace na element
Fig.2  Tensions acting on the element

Geometria valcovacej medzery je uvedena na obr. 1.
Vo vSeobecnej polohe je nakresleny a zakotovany aj
diferencidlny element. Sily pdsobiace na tento element
musia byt vrovnovahe (obr.2). Na =zaklade sil
posobiacich na vybraty element je odvodena diferencialna
rovnica rozloZenia tlakov na valce, priCom je zohladnené
pasmo predbichania a zaostdvania. Stav napétosti
popisuje Kérmanova diferencialna rovnica, ktora vznikla
z rovnovahy sil do smeru osy X

doy op—ox dy | T _

w Ty aty =0 M
kde horné znamienko (+) plati pre oblast zaostdvania
(vstup materialu do valcov méa mensiu rychlost’ ako obvo-
dova rychlost valcov). Dolné znamienko (-) je pre oblast
predbichania (vystup materidlu zvalcov ma vyssiu
rychlost’ ako obvodova rychlost valcov). Napitie o, pred-
stavuje normalové napitie, tlak na valce a napitie 7urcuje
$Smykové napdtie medzi valcami a valcovanym mate-
ridlom. Premenné x a y predstavujii geometrické stiradnice
povrchu valca dotykajiceho sa valcovaného materidlu.
Nezname horizontalne napétie oy ur¢ime z rovnice plasti-
city. Je pouzitd Trescova podmienka plasticity

0y — Oy = Og, 2

kde najvicsie hlavné napitie (vertikdlne) o, je urcené
z rovnovahy sil do smeru osy Y

o, =0, tT1-tg @. (2a)

Pretoze je 7 < 0, a taktiez uhol ¢ je maly, mozno priblizne
pisat’ 0, = 0, a najmensic hlavné napitie je horizontalne
napdtie o, Napitie o0, predstavuje zdkladny aktualny
deformacény odpor valcovaného materialu. Vo vypoctoch
je uvazované premenlivé Smykové napitie. Smykové
napétie 7 je priamoumerné normalovému napétiu, tlaku
valcovaného materialu na valce o,

T=f"0, 3)

Konstantu imernosti £ predstavuje koeficient trenia medzi
valcami a valcovanym materidlom. Po dosadeni rovnic (2)
a (3) do diferencialnej rovnice (1) sa v nej vyskytuje uz
len jedna premenna vyjadrujlica napétie a geometrické
suradnice povrchu valca

dom _ % By L. 5 =0. (4)

V tejto diferencialnej rovnici vystupuju dve konStanty:
zakladny aktudlny deformacny odpor o, a koeficient
trenia £ Podla vzoru rie$enia, ktoré predlozil Karman,
diferencialnu rovnicu normalizoval podla zakladného
aktualneho deforma¢ného odporom o, ¢o umoznilo
zaviest pomerné (relativne) bezrozmerné normalové
napétie g,

G, =2 )

Oznadenie 0, predstavuje ¢ —funkciu (¢itaj: sigma funk-
cia). Rovnica (4) nadobudne upraveny tvar
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___._i§.5n=()_ (6)

Normalizacia napitia umoznila z diferencialnej rovnice
(6) vylugit materialovu konstantu — zékladny deformacny
odpor o0, Tym sa diferencidlna rovnica (6) stala
nezavislou od valcovaného materidlu. Z matematického
pohl'adu tato diferencialna rovnica predstavuje linearnu
diferencialnu rovnicu prvého radu spravou stranou.
Riesenie diferencialnej rovnice (6) uvadza Smirjagin [2]
v nasledovnej podobe

dx dx
5, = eiffy_(c +f§-eiff7'dy>, (7

kde C predstavuje integra¢ni kon$tantu. V skuto¢nosti st
to dve konstanty, jedna pre oblast’ zaostavania a druha pre
oblast’ predbiehania. Stradnice x a y definuju geometriu
valca, ktory sa dotyka valcovaného materialu.
V diferencialnej rovnici (6) funkénu zavislost' y = f(x)
predstavuje rovnica kruznice

x*+(y —y0)* = R% (®)

Konstanta y, udava posunutie stredu valca mimo pociatku
stradnicového systému [X,Y]. Hodnota posunutia yp je
dana rovnicou

h
Yo="22+R. ©)

Po dosadeni rovnice kruznice (8) do diferencidlnej
rovnice (6) vznikne diferencialna rovnica, kde napitie je
funkciou jednej premennej (presnejsie suradnice x)

don 1 ( x
dx %+R—\/R2—x2 VRZ-x2

tf- 5n> =0. (10)
Z diferenciélnej rovnice (10) po vyrieSeni dostaneme dve
rovnice. Jedna rovnica &,z = 0, 2(x) popisuje distri-
bué¢nu krivku rozdelenia normalového napitia (valcova-
cicho tlaku) v pasme =zaostdvania. Druha rovnica
Onp = Opp(x) popisuje distribuénii krivku rozdelenia
normalového napédtia (valcovacieho tlaku) v pasme
predbiehania. Priesenik oboch kriviek udava neutralny
bod N, ktory vypoc¢itame z rovnice (suradnica X,)

)

On,z (xp) = On,p (x).

Omax

Obr. 3
Fig. 3

Stredna hodnota relativneho normélového napétia G,, g¢r
The average relative normal contact stress Gy g,

Priesecnik kriviek je charakterizovany neutrdlnym uhlom
o, (obr. 3). V neutrdlnom bode rychlost’ horizontalneho
pohybu valcovaného materialu je rovna obvodovej rych-
losti otacajuicich sa valcov. Vypocet valcovacej sily F,
ur¢ime prostrednictvom strednej hodnoty relativneho
normélového napétia Gy, g4

Priebeh pomerného normalového tlakového napétia na
valce v pasme deformacie je uvedeny na obr. 3, krivka
ANB. Stanovenie valcovacej sily si v§ak vyzaduje strednti
hodnotu pomerného normalového (tlakového) napitia
Onstr Dre cely obluk zaberu o — napétova plocha
obdiznika OEFGO (obr.3). Vypodet strednej hodnoty
vychadza zrovnosti napdtovych ploch OANBGO
a plochy obdiznika OEFGO. VzhFadom na normaliza&nu
rovnicu (5), ten isty princip plati tiez pre pomerné
normalové (tlakové) napétie, teda G,— funkciu. Vypocet
uskuto¢nime v polarnych stradniciach (6—@)

=[5 (p)  do,

a—0

O str = (12)
Konkrétny vypocet strednej hodnoty normalového napatia
Op,ser Musi byt pocitany samostatne pre oblast’ zaostdva-
nia a tiez pre oblast’ predbiehania

— 1 an — a _

Gustr ==+ | Iy Gur(9) - dp + [ Guz(9) - dop].  (13)
Vyslednu silu posobiacu pocas valcovania na valec udava
rovnica

E, = 0pser " 0a" lg- b, (14)
kde b predstavuje strednu Sirku vyvalku a J; predstavuje
dlzku horizontalnej projekcie obluka zaberu,

ly=+R(hg —1y) . (15)

Podobnym spdésobom je mozné ur¢it’ kratiaci moment
potrebny na prekonanie celkového deforma¢ného odporu
valcovaného materialu.

1. Riesenie diferencidlnej rovnice (6)

Diferencialna rovnica (6) v tejto podobe nema zname
analytické rieSenie. Preto mnoho rieSitel'ov hl'adalo riese-
nie prostrednictvom aproximacie kruhového obluka inymi
krivkami, ktoré by umoznilo zjednoduSené analytické
rieSenie diferencialnej rovnice (6). Najjednoduchsia
nahrada kruhového obluka valca bola lomena €iara (poly-
line) Korolev [3], Brzobohaty [4]. V d’alsom kroku spres-
fiovania rieSenia bola pouzita priamka Celikov [5]. Dalsie
rieSenia diferencialnej rovnice (6) pouzili parabolu Blad
aFord [6], Sims [7], Tselikov [8], Pernis [9, 10].
Najnovsie rieSenie diferencialnej rovnice (6), resp. (10)
pouzilo presnu definiciu kruhového oblika valca, rovnicu
kruznice Pernis a Kvackaj [11].

1.1 Riesenie podl’a Koroleva

Na zaciatok je tu uvedend poznamka k autorstvu rieSenia
Korolevova [3]. RieSenie nahrady kruhového oblika BA
lomenou ¢iarou uvadza uz Brzobohaty [4], ale bez citacie
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povodcu rieSenia. Ruski autori Smirjagin akol. [2]
uvadzaju tento sposob vypoctu ako “metdda pechovania®,
bez priradenia autorstva Korolevovi. Korolev toto riesenie
v [3] vydéava za vlastné rieSenie diferencialnej rovnice (6).
Riesenie spociva v tom, ze hladky valec (kruhovy obluk)
je nahradeny za paralelne stupriovité zapustky (ako pri
kovani), ako to ukazuje obr. 4. Obluk BA je nahradeny
lomenou c¢iarou. Deliacim bodom je rozhranie oblasti
zaostavania a predbichania. Tento bod N je oznaeny ako
neutralny bod. Poloha neutralneho bodu je ur¢end surad-
nicou x, alebo neutralnym uhlom ¢,

X, =1, —2 (16)

n = d ho+hq !

Obr. 4 Kontaktny obluk BA podl'a Koroleva (stupfiova aproximace)
Fig.4 The contact arc BA according to Korolev (stepped approxima-
tion)

Vuseku araz ¢, je siradnica y aproximovand hodnotou
y = hy2. Pre Gsek a, az 0 je suradnica y aproximovand
hodnotou y = h,/2. Na ziklade tohoto zjednoduseného
popisu geometrie valcov, pre stredny pomerny valcovaci
tlak bola odvodena rovnica, Korolevova & — funkcia

Okor = On,str

eMKor—1

Okor =————, (17)

MKor

kde konstanta my,, je dana vyrazom

(18)

lg
Mgor =fh_s

Oznagenie A udava strednti hrabku vyvalku. Korolevova
rovnica (17) predstavuje najjednoduch$iu rovnicu pre
vypocet hodnoty & —funkcie. Grafickd vizualizacia
Korolevovej rovnice (17) je uvedend na obr. 5.
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Obr. 5
Fig. 5

Zavislost Korolevovej & — funkcie na konstante m
Dependence of Korolev's & — function on the constant m

1.2 RieSenie podl’a Celikova

Riesenie, ktoré predlozil Celikov [5], vychadza opit
z diferencialnej rovnice (6). Toto rieSenie nahradza
kruhovy obluk BA priamkou, rovnica (19), ak to uvadza
obr. 6.

hi | ho—hy

y =gt (19)

Polohu neutrdlneho bodu uréuje neutrdlnou hriibkou A,

Z rovnice
#-(1+ \/1+(m2—1)'(:—‘1))m>r, (20)

kde konStanta m = mc, a je dana vyrazom

hnzhl'

l

Meer = 2f 55 @n
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Obr. 6 Kontaktny oblik BA podla Celikova (pfimkova aproximace)
Fig. 6 The contact arc BA according to Tselikov (straight line
approximation)

Na zaklade nadhrady kruhového obluka priamkou BA
(obr. 6). Pre stredny valcovaci tlak bola odvodena
rovnica, Celikovova sigma-funkcia G¢ce; = Gy gt

= __20-8  hn, [(“_n)mc‘” _ ]
Ocet = &(mcer—1) hq hq 1y

kde premenna € udava pomernt deformaciu pri valcovani

(22)

ho—h
=1

- (23)

Celikovova rovnica (22) pre hodnotu mc, = 1, nespiita
podmienku spojitosti. Graficka vizualizacia Celikovovej
rovnice (22) je uvedena na obr. 7.
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Obr. 7
Fig. 7

Zavislost Celikovovej & — funkcie na konstante m
Dependence of Tselikov's @ — function on the constant m
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1.3 RieSenie podl’a Blanda a Forda

Toto rieSenie Bland a Ford [6] publikovali uz v roku
1948. Analytické rieSenie vypoctu hodnoty o — funkcie,
je uskutoénené za predpokladu, kde kruhovy obluk BA je
aproximovany parabolou v polarnych suradniciach

h 2
y=2+R-Z. (24)
i R
o
PR
B
N A
gt —s—1
Xn

ls ,i
Obr. 8 Kontaktny obluk BA podla Blanda a Forda (parabolicka
aproximace)

The contact arc BA according to Bland and Ford (parabola
approximation)

Fig. 8

Riesenie vyuziva doterajSie poznanie, ze oblast BN
predstavuje pasmo zaostavania a oblast NA je oblast
predbiehania (obr. 8). Neutralny uhol ¢, definuje rovnica

h 1 R 1 [n h
anz\/%tg [zarctg (\/hzl-a)—;\/%-lnh—:]. (25)

Riesitelia zavadzaji novu premennu ¢ ktora je definovana
ako pomer uhlovej stradnice ¢ a koeficientu trenia f

_e
t=%. (26)

Odpovedajtice hodnoty uhla zdberu « a neutralneho uhla
o, novej premennej ¢ st urené vztahom

t, = % /i, (27)
t, = %tg [% arctg ( ’i) + ﬁln(l - 5)]’ (28)

Bland a Ford predstavili nasledovnu rovnicu pre vypocet
hodnét & —funkcie Ggiq—por = Opser

?m [(1 _ s)eZm-arctg<\/g) )

L1 + m2?)e-zmarctamo) . gp 4 [M(1 +
n

OBla—For —

(29)

mz t2)e2m~arctg(mt) . dtl ,

kde Bland-Fordova konS$tanta m = mg,_r,, ma hodnotu

R
Mpig—por = f ,h_l

Kone¢na rovnica (29) pre vypocet hodnot Bland—
Fordovej & —funkcie je komplikovana. Integrovanie tejto
rovnice nema zname rieSenie a vysledok je mozné ziskat
len numerickou integraciou. Integra¢né hranice ¢, a ¢,
udéavaju rovnice (27) a (28). Pre numericku integraciu je
mozné pouzit Simpsonove pravidlo, ak ho uvadza
Rektorys a kol. [12]. Angot [13] pre numericku integraciu
uvadza menej pouzivany Weddleov vzorec. Weddleova
numerickd integracia k pozadovanej presnosti konverguje
4krat rychlejSie ako Simpsonova. Angot [13] uvadza:
Weddleov vzorec je jeden znajlepsich vzorcov pre
numerickd integrdciu vzhladom k jeho jednoduchosti.
Grafickd vizualizacia Bland-Fordovej rovnice (29) je
uvedend na obr. 9.
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Obr. 9
Fig. 9

Zavislost Bland-Fordovej sigma funkcie na konstante m
Dependence of Bland-Ford sigma functions on the constant m

1.4 RieSenie podl’a Simsa

Toto rieSenie Sims [7] publikoval vroku 1954.
Analytické rieSenie vypocCtu hodnoty o —funkcie, je
uskuto¢nené za predpokladu, Ze kruhovy obluk BA je
aproximovany parabolou, ako to vyjadruje rovnica (24).
Tato aproximdcia kruhového obluka je zhodna s rieSenim
Bland-Forda podl'a grafickej interpretacie v obr. 8.
V rieSeni diferencialnej rovnice (6) Sims predpoklada, ze
Smykové napitie 7 medzi vyvalkom a valcami nie je
vicsie ako poloviénd hodnota zakladného aktualneho
deformac¢ného odporu o,

‘c=f-an_%. (31

To znamena, Ze Smykové napitie 7 (su¢in f oy) v rovnici
(4) je nahradeny kons$tantnou hodnotou napétia o,/2.
Podla tvrdenia Simsa [7] rovnicu plasticity prebral od
Orowana [14], ktora ma tvar

s
Op = 0x = 70q - (32)
Substiticia pravej strany rovnice (31) sposobi
v diferencialnej rovnici (6) to, Ze z nej vypadne koeficient
trenia.  Distribuéné rovnice popisuje  rozdelenie

pomerného normalového napétia pre oblast’ zaostavania
0,z a pre oblast’ predbichania &,,p
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nl h+ + R : R
anz—4 ™ hlarcg hla

(33)
R . R
hlarcg h X
Enp— ln + +\/—arctg(\/?1-go) (34)

Pomer neutralnej hrabky k vystupnej hrabke h,/h; urgil
Z rovnice

2
hn _ LA O - 1 ’L
o 1+tg [8 \/; In(1—¢)+ 3 arctg( 1_£>] . (3%

Sims predstavil nasledovnu rovnicu pre vypocet hodnot
o —funkcie Og;y = Gy str

5. =T [1=¢ L\ _F_ [z B ke
Osim = ’ —arctg ( ’1—5) " ’ . \/h_1 In ™ +

1 |1-¢ R’ 1

el \/n: = (36)
Za polomer valcov R v rovniciach (33) az (36) dosadzuje

polomer splosteného valca, ktory pocita z Hitchcockove;j
rovnice

16(2-v%) ]
nE bs(ho—h1)V’

=R [1 + (37)
kde E predstavuje modul pruznosti v tahu materidlu
valcov a v je Poissonove ¢islo materialu valcov. Graficka
vizualizacia Simsovej rovnice (36) je uvedena na obr. 10.
Sims si bol vedomi nedostatku jeho riesenia Karmanovej
diferencialnej rovnice. Normalové tlakové napétia pri
pomernej deformacii pod 10 % neodpovedali teoretickym
poznaniam a meraniam z praxe. Preto aj krivky v grafe na
obr. 10 vykreslil Sims [7] len pre € = 10 %.
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Obr. 10 Zavislost’ Simsovej ¢ — funkcie na deformacii & deformacia na
jeden prechod

Fig. 10 Dependence of Sims & — function on deformation &, reduction
per one pass

1.5 Riesenie podl’a Celikova a Pernisa

Zékladnu filozofiu tohto rieSenia diferencialnej rovnice
(6) polozil Celikov [5]. Kruhovy obluk dotyku valca

s valcovanym materialom nahradil parabolou. Podobne
ako Bland a Ford rovnicu paraboly vyjadril v tvare

h1

y — + ho—h1 2

2z - Xc. (38)
Pre distribuciu pomerného normalového napétia vo
valcovacej medzere stanovil samostatné rovnice. Jedna
popisuje distribuciu pomerného napitia pre oblast
zaostavania a,,; a druhd pre oblast’ predbiehania a,,p

Gz = [1- (2= p)emem +2(-15). G9)
G = (14 25) e™ =2 (2 + ). (40)
Konstanty m = Mg per @ Upuréuji vztahy

Mcel-per = ‘/%, (41)
uy, = arctg (\/hzl tga) . (42)

Tymto popisom rieSenia diferencidlnej rovnice (6)
Celikov skoncil. Nestanovil funkciu pre vypocet
neutralneho uhla a ani rovnicu pre vypocet & — funkcie.
V d’alSom rieSeni pokracoval Pernis [10]. Odvodil rovnicu
pre vypocet neutralneho uhla a stanovil rovnicu pre
vypocet hodndt ¢ — funkcie. Poloha neutrdlneho bodu je
definovana uhlovou suradnicou u, (hodnota v radianoch).
Samotna hodnota u, je vyjadrena explicitnou rovnicou

(0,5m2 — mug + 1)e™®o~tn) — (0,5m?2 + 1)e™n +
2mu, = 0.

(43)
Z hodnoty u, je neutralny uhol ¢, vypoc¢itany z rovnice

. /1—3 .
an = arcsm( —"tg Uy *sin a) .

Z distribuénych rovnic (39) a (40) Pernis [10] stanovil
rovnicu pre vypocet hodndt o — funkcie G¢ej—per = Oy str

(44)
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Obr. 11 Zavislost' Celikov-Pernisovej & — funkcie na konstante m

Fig. 11 Dependence of Tselikov and Pernis & — function on the
constant m
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Graficka vizualizacia Celikov-Pernisovej rovnice (45) je
uvedena na obr. 11. Pernis [9] uvadza, ze o — funkcia
(45) vierohodne popisuje priebeh valcovacicho tlaku
v zavislosti na pomere lz/hg, priCom v okoli bodu
lg/hs =1 ma lokdlne minimum. Rovnako minimum
valcovacieho tlaku v zavislosti na konstante m potvrdzuje
grafickd vizualizacia rovnice (45). Praktické merania
valcovacieho tlaku potvrdzuju, Zze takéto minimum
existuje [15].

1.6 Riesenie podl’a Pernisa a Kvackaja

Toto rieSenie predstavuje analyticko-numerické rieSenie
diferencialnej rovnice (10), kde pre popis kruhového
oblika je pouzitd rovnica kruznice (8), ako vidiet
v obr. 12.

‘_—._s’ —_—
i R
o
. (xn
B
N A
b e _:.——4.—
= 3
Xn i

{d .
Obr. 12 Kruhovy kontaktny obluk BA podla Pernisa a Kvackaja
Fig. 12 The circle contact arc BA according to Pernis and Kvackaj

Podla matematického triedenia diferencialnych rovnic
predstavuje  diferencialna  rovnica (10) linearnu
diferencidlnu rovnicu prvého radu s pravou stranou.
Pernis a Kvackaj toto rieSenie podrobne uviedli v [11].
Diferencialna rovnica (10) sa zjednodusi, ked’ pravouhlé
suradnice nahradime polarnymi sturadnicami. Distribuciu
pomerného normalového napétia vo valcovacej medzere
udavaji  dve samostatné rovnice. Jedna popisuje
distribiciu  pomerného tlakového napitia pre oblast’
zaostavania g, a druhé pre oblast’ predbiehania ,,p

Gy =e T (ef-Fl(oo + f; e/F@ . E,(p) - d(p)(46)

Gop = &/P1@ . (1 4+ fo¢ e @) . F (@) do), (47)
kde funkcie Fi(¢) a FA @) vznikli pri analytickom rieSeni
diferencialnej rovnice (10). Tieto funkcie su nasledovne

definované vzt'ahmi

Fl(w)=%-arctg( Z—j-tg%)—q), (48)
Fop) = 2o (49)

kde konstanta m je uréena

hy

=1+—=.
2R

m = Mper—kva (50)
Je pozoruhodné, ze v tomto rieSeni konStanta mpy gy,
neobsahuje koeficient trenia f, ako predoSlé rieSenia,
okrem rieSenia Simsa, kde nevystupuje koeficient trenia.
Ur¢enie polohy neutralneho bodu N, daného neutralnou
suradnicou ¢, vychddza zrovnosti pomerného
normalového napétia v pasme zaostavania &,, defino-
vaného rovnicou (46) a vpasme predbichania &,p
definovaného rovnicou (47), ¢o mozno matematicky
zapisat’

Onz(n) = Opp(ay) - (51

Rovnica (51) nemd analytické rieSenie. Preto bolo nutné
vyuzit numerické rieSenie hladania korena ¢, tejto
rovnice. Neutralny uhol je funkciou troch premennych:

deformacia, koeficient trenia a pomer R/h;
(charakteristika geometrie valcovacej medzery).
0,20 | | — 14
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Rih, (-)
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2 e &
z / g
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Obr. 13 Zavislost neutralneho uhla od relativnej deformacie a pomeru
R/h;, deformacia na jeden prechod

Fig. 13 The dependence of angle of neutral point on relative
deformation and ratio R/h;, reduction per one pass

Na obr. 13 je uvedena vizualizacia rovnice (51) pre
koeficient trenia £ = 0,10. Na lavej vertikalnej stupnici je
uvedeny neutralny uhol vradidnoch a na pravej
vertikalnej stupnici je uvedeny neutralny uhol v stupiioch.
Stanovenie jednoduchého vzorca na vypocet neutralneho
uhla, uvadzaji Pernis a Kasala [16]. Proces valcovania
charakterizuju pojmom idedlne valcovanie. Za idealne
podmienky valcovania je povazovany stav, ked medzi
valcami avalcovanym materidlom neexistuje trenie.
V matematickej podobe st to podmienky pri ktorych je
koeficient trenia f = 0. Tato podmienku autori vyuZili pre
rieSenie diferencialnej rovnice (6) a ziskali nasledovny
vztah

_£. ﬂ) ) (52)

a, = arccos(
1-& 2R

Na zaklade rovnice (13) je zrovnic (46) a (47) urena
rovnica  — funkcie Gper—gva = Tnstr

Oper—Kva =

i[foa" (ef'Fl(W(l + [ e R Fz(go)dqa)) de +

(53)
e (e—f'F1(<P) (/@ + [£ eI Fyp- d(p» d(p] _
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Nakorlko analytické rieSenie rovnice (53) sa nepodarilo
najst, je potrebné vyuzit numericku integraciu. Tu je
vhodné pouzit Weddleov vzorec, lebo Setri vypocétovy
¢as. Ako vhodny vypoctovy a graficky systém sa ukézal
tabulkovy procesor EXCEL s vyuzitim jeho
integrovaného programovaciecho jazyka VisualBasic.
Zavislost Pernis-Kvackajovej & — funkcie na deformacii
& priCom parametrom je pomer R/A;, je zobrazené na
obr. 14. Cely graf plati len pre jednu hodnotu koeficienta
trenia f=0,10. KomplexnejSia grafickd vizualizacia
rovnice (53) je uvedena na obr. 15, kde je mozné
pozorovat, aky vplyv ma na valcovaci tlak pomer I;/h,,
pomerna deformacia € a koeficient trenia £,

20 - 3(00 R, ()
|Pern:s-Kva¢kag | i 0.10/ i
18 _ - 1
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(15} /
% ” : / 100
/ / ? 75
14 L | et
V / P
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Obr. 14 Zavislost Pernis-Kvackajovej & — funkcie na deformacii
£a pomere R/h,;, deformacia na jeden prechod

Fig. 14 Dependence of the Pernis-Kvackaj & — function on the
deformation £and the R/A; ratio, reduction per one pass
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Obr. 15 Zavislost & — funkcie na pomere /;/h;
Fig. 15 Dependence of ¢ — function on I,/h,, ratio

2. Diskusia vysledkov

Samotny Karman stanovil predpoklady, za ktorych jeho
diferencialna rovnica plati pre popis stavu napdtosti vo
valcovacej medzere. Tvar kompletnej diferencialnej
rovnice predstavuje diferencialna rovnica (10).

11

Tato diferencialna rovnica nema analytické rieSenie. Preto
rieSitelia hladali moznosti rieSenia za ur€itych
predpokladov a matematickych zjednoduseni. Jednym
takymto zjednodusenim je otazka aproximacie kruhového
obluka, dotyku valca s valcovanym materidlom. To je,
ako nahradit rovnicu kruZnice inou, jednoduchSou
krivkou. Boli to postupne krivky: lomena ¢iara Korolev
[3], priamka Celikov [5], parabola Tselikov [8], Bland
a Ford [6], Pernis [9, 10] a kruznica (bez aproximacie)
Pernis a Kvackaj [11]. Doteraz spomenuty autori
predpokladali premenlivé trecie napétie 7= f-0;. Sims [7]
uskutocnil predpoklad, Ze trecie napitie je menSie ako
jedna polovica zakladného aktudlneho deformaéného
odporu. Tento predpoklad zaviedol do diferencidlnej
rovnice, o sposobilo vylucenie koeficientu trenia
z vypo¢tu normalového napitia. Gubkin [17] predlozil
rieSenie, ktoré predpokladd konStantné trecie napétie
7 =Ff0, VrieSeniach diferenciadlnej rovnice vystupuje
konstanta m, ktorda je umernd koeficientu trenia
a geometrii valcovacej medzery m= - I/h,.

Vynimku tvori rieSenie, ktoré predlozil Pernis a Kvackaj
[11], kde konStanta m neobsahuje koeficient trenia. Toto
rieSenie diferencidlnej rovnice (10) je zabezpeCené
vdvoch krokoch. V prvom kroku je uskutoCnené
analytické rieSenie a v druhom kroku je rieSenie ukoncené
numerickou integraciu. Preto tato metdda rieSenia bola
nazvana ako analyticko-numerické rieSenie Karmanovej
diferencialnej rovnice. Ako vhodnym rieSenim sa ukazal
prechod =z pravouhlych suradnic [6—x] do polarnych
suradnic [6—@]. Prva funkcia F; je exponencialneho typu
F, =€ Kktora popisuje vplyv Smykového napitia
medzi valcami a valcovanym materidlom. Druhd funkcia
F, je trigonometrického typu F,= F,(m,@), ktord
zabezpe€uje popis geometrie valcovacej medzery a je
nezavisla od koeficientu trenia.

Dobry prehl'ad rieSeni Karmanovej diferencialnej rovnice
prinaSa Hensel a Spittel [18]. Existuji dalSie rieSenia
Karmanovej diferencidlnej rovnice, ktoré st drobno
modifikované oproti predlozenym rieSeniam: Geleji [19],
Poc¢ta [20], Pesina [21], Hajduk a Konvi¢ny [22],
Kollerova ai. [23], Avitzur [24] a Mielnik [25]. Vsetky
predloZzené rieSenia Karmanovej diferencialnej rovnice
(okrem rieSenia Simsa) by sa dali zopakovat
s konStantnym trecim napédtim 7 = f.o,.

Vypolet valcovacej sily si vyzaduje eSte znalost
zékladného aktudlneho deforma¢ného odporu, ktory sa
zistuje prostrednictvom torznej skuasky [26] alebo
kompresnej skusky [27] a [28]. Na obr. 16 je uvedené
grafické zobrazenie vypocitanych hodnot & — funkcie
a porovnané s nameranymi hodnotami pre zihani mosadz
CuZn30. Najblizsie k nameranym hodnotdm sa nachadza
krivka vypocitana z rovnice (53). Ako vhodny prostriedok
na numerické rieSenie urcitého integralu sa potvrdil
programovaci jazyk VisualBasic, ktory je integralnou
sucastou tabul’kového procesora EXCEL.
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Obr. 16 Namerané a vypoc¢itané hodnoty & — funkcie, redukcia na jeden
prechod

Fig. 16 Measured and calculated values of the & — function, reduction
per one pass

Zaver, d’alsi cesty matematického badania

Pri pisani tohto ¢lanku, ktory sa zaobera vyvojom riesenia
Karmanovej diferencialnej rovnice, bola snaha Studovat
toto téma z povodne;j literatury, kde to autori jednotlivych
rieSeni po prvykrat publikovali. Podarilo sa zohnat
a prestudovat’ vSetky pramene citované v ¢lanku. Mladsie
pramene sa nachadzaju v kniznici SVK Kogice a
v kniznici VSB-TU Ostrava. Starsie pramene sa podarilo
ziskat zkniznic vo Viedni v Rakusku. V rieSeni
diferencialnej rovnice (10) je mozné pokracovat’ d’alej, aj
pre valcovanie za studena s prihliadnutim na spevnenie
valcovaného materialu.  Miesto konsStantnej hodnoty
zékladného aktualneho deformaéného odporu by sa
v tomto pripadu pouzila funkénd hodnota v zavislosti na
pomernej deformacii. Je mozné do Karmanovej rovnice
aplikovat’ zadny a predny tah, alebo vypocitat’ posobisko
vyslednice valcovace] sily a stanovit potrebny kruatiaci
moment. Pokraovat' v tychto d’alich aplikaciach je uz
vSak nad ramec tohto ¢lanku, alebo by to skor mohol byt

NI

namet pre d’alsi ¢lanok.
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Graf porovndvajuci vypocitané hodnoty pomerného
normédlového napétia so skutocne nameranymi hodnotami
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